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Лекції класична електродинаміка

Вступ

Предмет і завдання курсу

Електродинаміка – наука про електромагнітне поле (ЕМП) і його зв’язок з електричними зарядами, вивчає дію поля на заряди і взаємодію поля з речовиною.

Весь розвиток вчення про електрику та магнетизм приводить до висновку про існування ЕМП. Це вид матерії, який характеризується тим, що діє на рухомі та нерухомі заряди.

Поняття силового поля вводилося і в механіці, але там ми розглядали поле як допоміжний математичний об’єкт. ЕМП – матеріальне, тобто це фізичний матеріальний об’єкт.

В механіці використовують принцип дальнодії, тобто один об’єкт безпосередньо діє на інший, а електромагнітна (ЕМ) взаємодія пояснюється на основі принципу близькодії, тобто передається через поле.

В електродинаміці основна увага приділяється вивченню ЕМП.

Класична електродинаміка – це макроскопічна теорія, в ній поле, речовина, заряди вважаються неперервними, тобто не розглядається дискретна структура речовини.

Структурна одиниця ЕМП – фотон.

На основі класичної електродинаміки було пояснено більшість ЕМ явищ, але класична електродинаміка не змогла пояснити:

1. випромінювання і поглинання світла;

2. фотоефект;

3. дисперсію світла;

4. стійкість атомів.

Ця класична теорія була доповнена електронною теорією речовини. Засновником її був Лоренц. Речовина розглядалася як сукупність зарядів, які рухаються і взаємодіють між собою.

Вплив поля на речовину у макроскопічній теорії визначався введенням деяких характеристик речовини, електричної ( і магнітної ( проникностей та питомої провідності (. Але пояснити явища поляризації, намагнічування можна було тілки на основі мікроскопічного підходу електронної теорії.

Класичну теорію можна застосувати у випадках, коли дискретний характер поля і заряду не впливає на протікання явищ, в ній розглядаються макроскопічні області простору, в яких знаходиться величезна кількість електронів, іонів, фотонів.

Для взаємодії на елементарному рівні закони макроскопічної електродинаміки мають обмежене застосування, в цьому випадку застосовується квантова електродинаміка.

Область застосування класичної електродинаміки дуже широка внаслідок розповсюдження ЕМ взаємодії в природі і важливості цієї теорії в розумінні властивостей і структури речовини, а також і важливості технічного застосування ЕМ явищ.

Деякі відомості з векторного аналізу


[image: image542.wmf] – векторне поле,
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 – скалярне поле.

Скалярне поле характеризується однією похідною, яка називається градієнтом. 
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Векторне поле характеризується двома похідними – скалярною та векторною.

Дивергенція – це скалярна похідна:
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Ротор – векторна похідна:
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 EMBED Equation.3 [image: image7.wmf]                                       (В.3)
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 – проекція на напрям нормалі 
[image: image9.wmf]n
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 до контуру.

Властивості оператора 
[image: image10.wmf]Ñ

 (набла)
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Повторне застосування оператора Набла (або знаходження других похідних) 
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2. 
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3. 
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4. 
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5. 
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Розділ 1. Основні поняття класичної електродинаміки

1.1.
Електричний заряд та його властивості

Основними поняттями класичної електродинаміки є електричний заряд і електричне поле. Поняття заряд пов’язане з особливими властивостями заряджених тіл, які проявляються у взаємодії між зарядами і у створенні електричного поля. Обидві ці властивості визначаються однією і тією ж величиною – електричним зарядом. Заряд – скалярна величина.

Величину електричного заряду визначають при фізичних вимірюваннях по проявам електромагнітної взаємодії. Для нерухомих зарядів – по закону Кулона, для рухомих – по магнітній взаємодії. Заряд виражається дійсними числами, може бути додатнім і від’ємним, інваріантний відносно перетворень Лоренца – не змінюється при переході від однієї ІСВ до іншої. Заряд – дискретний: 
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. Матеріальними носіями елементарного заряду є електрони і протони. Заряд – величина адитивна: 
[image: image24.wmf]å

=

i

q

q

сист

.

В класичній електродинаміці заряд – неперервний. Це допускає і неперервність його розподілу в просторі. Об’ємна густина заряду 
[image: image25.wmf]dV
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, де 
[image: image26.wmf]dV

 – фізичний нескінченно малий об’єм. Цей об’єм набагато більший об’єму атома. Вводяться також поняття лінійної 
[image: image27.wmf](
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 та поверхневої 
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 густини.

Точковий заряд. Йому в електродинаміці відводиться двоякий зміст. По-перше, за точковий заряд приймається нескінченно малий заряд 
[image: image29.wmf]dq

, який поміщено в об’ємі 
[image: image30.wmf]dV

.

З іншого боку використовується і модель дискретного у просторі точкового заряду, згідно з нею заряд може бути розташованим у геометричній точці простору.

Елементарні заряди протона і електрона розглядаються як точкові, розподіл заряду у просторі не враховується, це враховується в квантовій електродинаміці.

Якщо задана об’ємна густина заряду 
[image: image31.wmf])
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Аналогічно для розподілу заряду по поверхні.
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Питомий заряд 
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 являється важливою характеристикою зарядженої частинки. Його визначають експериментально, вивчаючи рух заряджених частинок у магнітному полі (МП).

Дослід Мілікена

Величину елементарного заряду визначив Мілікен, досліджуючи рух краплин масла, які вдувалися через пульверизатор 1 в проміжок між пластинами 2, де створювалося електричне поле.
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Внаслідок опромінювання заряд краплин змінювався.

Рівняння руху краплин:

без поля: 
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при наявності поля для рівноваги краплі: 
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Розрахунки показали, що всі отримані значення q для різних краплин кратні деякому qmin=
[image: image37.wmf]e

, це і є елементарний заряд.

Дослід Томсона

Томсон вивчав рух електрона у схрещених електричному і магнітному полях, які відхиляють електрон в протилежних напрямках. 
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Із умови (ел=(маг слідує, що Fел=Fмаг
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З іншого боку: 
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Закон збереження заряду

Закон збереження заряду відноситься до числа абсолютних законів в природі тому що відображає основну властивість матерії – її незнищуваність.
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Це відбувається внаслідок стабільності елементарних носіїв заряду. На основі закону збереження заряду можна пояснити наступні явища:

1. електризація тіл тертям (заряди окремих тіл змінилися, а заряд системи цих тіл залишається незмінним);

2. електризація через вплив (змінюється заряд частин тіла, але заряд тіла взагалі не змінюється).

1.2.
Електричний струм

Рухомі електричні заряди утворюють електричний струм. Для характеристики цього явища вводять поняття густини струму: 
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     (1.2.1)

де ( – об’ємна густина заряда, ( – швидкість упорядованого руху.

Модуль густини струму дорівнює заряду, який проходить за 1 секунду через одиничну площадку, яка розташована перпендикулярно напряму вектора швидкості зарядів.

Якщо задана густина зарядів 
[image: image47.wmf](
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 і швидкість зарядів 
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, то густину струму можна визначити як (1). Вектор 
[image: image49.wmf]j
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 напрямлений у бік вектора швидкості додатних зарядів.
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 вводять для характеристики розподілу струмів у просторі. Для наглядного графічного зображення струму вводять лінії струму, які проводяться так, що в будь-якій точці напрям вектора 
[image: image51.wmf]j
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співпадає з напрямом дотичної до лінії. Густина ліній визначає модуль 
[image: image52.wmf]j
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Визначимо струм, який проходить через деяку поверхню. За визначенням сила струму – це заряд який проходить через дану поверхню за 1 секунду.
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Струм через деяку поверхню дорівнює потоку густини струму через цю поверхню.

Ампер по аналогії з точковим зарядом ввів поняття елемента струму 
[image: image54.wmf]dl
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 (у випадку лінійного струму). У випадку об’ємного струму:

враховуючи: 
[image: image55.wmf]jdS
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Технічний напрям струму – напрям руху додатних зарядів – від “+” до “–”.

1.3.
Рівняння неперервності

Найбільш загальною формою виразу закону збереження заряду являється рівняння неперервності.

Розглянемо деяку систему зарядів, обмежену замкненою поверхнею S. Нехай через межу рухаються заряди і виходять із об’єму. Тоді за одиницю часу 
[image: image58.wmf]I
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(1.3.1) – вираз рівняння неперервності в інтегральній формі.
Перетворимо праву частину за допомогою теореми Остроградського-Гауса, яка виражає зв’язок між поверхневим і об’ємним інтегралами.
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Поміняємо порядок операцій в лівій частині :
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    (1.3.4)

Інтеграл (4) справедливий для різних об’ємів, із чого слідує рівність підінтегральних функцій:
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Це вираз рівняння в диференційній формі.

Якщо в деякій точці змінюється густина заряду, то лінії струму розходяться.

1.4.
Електромагнітне поле у вакуумі

ЕМП – основний об’єкт вивчення в електродинаміці. ЕМП породжується зарядами. Поле, на відміну від речовини, інший вид матерії. Воно не має маси спокою. Відсутня локалізація в обмеженій області простору. Поля мають властивість проникливості: в одній і тій же області простору одночасно можуть існувати декілька  полів. В загальному випадку ми маємо справу із змінним ЕМП, яке розсіюється в просторі і намагається зайняти якомога більшу область простору.

Нерухомі заряди породжують електричне поле, а рухомі заряди і струми – магнітне. Згідно з ідеями Максвела, змінне у часі магнітне поле нерозривно зв’язане з породженим ним електричним полем, а змінне електричне – з породженим ним магнітним. Звідси витікає, що електричне і магнітне поле нерозривно пов’язані одне з одним і створюють єдине ЕМП.

Згідно з принципом відносності Ейнштейна, поділ єдиного ЕМП на електричне і магнітне відносний і залежить від вибору системи відліку. Поле, яке в одній системі відліку являється чисто електричним (заряди нерухомі), в деякій іншій буде представляти сукупність електричного і магнітного.

Характеристики поля
Для опису ЕМП можна використати універсальні фізичні величини, які застосовуються і до матерії у вигляді речовини. Це енергія, імпульс, момент імпульсу. Але поняття енергії й імпульсу не використовуються в якості базових для опису ЕМП, так як закони збереження енергії та імпульсу не відображають основні особливості електромагнітних явищ і поля.

Основною властивістю поля, за якою воно виявляється і визначається, являється його силова дія на електричні заряди. Розрізняють дві складові сили, що діють на заряд в ЕМП: 
[image: image64.wmf]ел

F

 та 
[image: image65.wmf]м
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. 
[image: image66.wmf]ел
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 діє і на рухомі і на нерухомі заряди. 
[image: image67.wmf]м

F

 діє тільки на рухомий заряд і залежить від його швидкості. Відповідно вводяться і дві вихідні силові характеристики: напруженість електричного поля 
[image: image68.wmf]E

 і індукція магнітного поля 
[image: image69.wmf]B

. Для дослідження електричного поля використовується позитивний пробний заряд. Нехай на цей заряд 
[image: image70.wmf]q

 діє електрична сила 
[image: image71.wmf]ел

F

, тоді напруженість поля у точці де поміщено заряд
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Магнітна сила
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 EMBED Equation.3 [image: image78.wmf]B

F

м

^

.


[image: image79.wmf]
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 пропорційне 
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, тобто якщо 
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 є інваріант, то 
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 залежить від системи відліку.

В загальному випадку на заряд в ЕМП діє сумарна сила
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(1.4.3) виражає силу Лоренца, силу, що діє на заряд з боку ЕМП. [В] = Тл.

Формули (1.4.1)-(1.4.3) використовуються для визначення векторів 
[image: image85.wmf]E

 і 
[image: image86.wmf]B

. Але це не значить, що для визначення поля необхідно проводити експерименти по вимірюванню 
[image: image87.wmf]F

 в кожній точці. 
[image: image88.wmf]E

 і 
[image: image89.wmf]B

 можуть бути розраховані на основі величини, розташування і руху зарядів, що створюють поле. Така задача знаходження поля за заданим в просторі розподілом зарядів являється основною в електродинаміці. Вважається, що поле визначено або задано в деякій області простору, якщо в кожній точці цієї області відомо 
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Тобто поле задано, якщо відомі дві векторні функції (1.4.4) або шість скалярних функцій (проекцій (1.4.4)) чотирьох незалежних змінних (x,y,z,t).

Поля називають стаціонарними, якщо функції (1.4.4) не залежать від часу. Якщо вони не залежать від просторових координат, то поля називають однорідними. В загальному випадку ЕМП неоднорідне і нестаціонарне.

Задання поля системи зарядів у вакуумі з допомогою (1.4.4) виявляється достатнім, тобто можна визначити не тільки сили, що діють на заряди з боку поля, але й енергію поля, імпульс, потік енергії. З допомогою (1.4.4) поле визначається однозначно і повністю.

Заряд, поміщений в електричне поле, взаємодіє з ним, тому існує потенціальна енергія взаємодії
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Потенціал поля:
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Із (1.4.6) видно, що потенціал рівний енергії взаємодії з полем одиничного позитивного пробного заряду.


[image: image94.wmf]j

 - енергетична характеристика поля; скаляр, знак визначається знаком заряду, який створює це поле.
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Графічне зображення полів

[image: image482.wmf]D

Векторне поле наглядно графічно можна відобразити з допомогою силових ліній електричного поля (ліній вектора 
[image: image96.wmf]E

), дотична до яких в кожній точці визначає напрям 
[image: image97.wmf]E

.
Густина силових ліній рівна модулю 
[image: image98.wmf]E

. Силові лінії виходять із позитивних зарядів і закінчуються в нескінченості або на негативних. Силові лінії результуючого поля не перетинаються. Силові лінії перпендикулярні еквіпотенціальним поверхням.

1.5.
Потенціальні та вихрові поля

Векторні поля бувають двох типів: потенціальні та вихрові. Відомо, що потенціальні поля створюються нерухомими зарядами. Силові лінії таких полів незамкнені. Умова потенціальності:
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Циркуляція вектора 
[image: image101.wmf]E

r

 по довільному замкненому контуру дорівнює нулю.

(1.5.1) – умова потенціальності  поля в інтегральній формі.

Застосуємо до (1.5.1) теорему Стокса (перехід від поверхневого до лінійного інтегралу)
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[image: image103.wmf]0

=

E

rot

                            

    (1.5.3)

(1.5.3) – умова потенціальності поля в диференціальній формі.

Потенціальні поля називають полями джерел, силові лінії їх починаються та закінчуються на зарядах.
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Умову (1.5.3) можна записати з допомогою скалярного потенціалу. Відомо, що 
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 (В.11), тобто 
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Прирівнюючи (1.5.5) і (1.5.3) можна сказати, що якщо ввести, що
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то буде виконуватися (1.5.3).

Якщо поле потенціальне, то можна ввести його характеристику - скалярний потенціал 
[image: image108.wmf]j

.

Вихрове (соленоїдальне) поле – поле, для якого виконуються умови:
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Силові лінії вихрового поля неперервні і замкнені.

1.6.
Принцип суперпозиції

У фізиці важливе значення мають правила, за якими знаходяться результати дії спільних процесів взаємодії, коли окремі дії відомі. В механіці ми знаємо принцип незалежності дії сил
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В електродинаміці додаються поля, які мають властивість прозорості і існують незалежно одне від одного. Аналітичним виразом цього принципу суперпозиції, який доведено експериментально, є
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де 
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 - напруженість поля, яке створюється зарядом 
[image: image115.wmf]i
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 в т. А.

Такий же вигляд принципу і для магнітного поля.

Принцип суперпозиції можна отримати із системи рівнянь Максвела, так як 
[image: image116.wmf]E

 і 
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 залежать від 
[image: image118.wmf]q

 і 
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 лінійно.

Для поля заряду 
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Запишемо рівняння (1.6.2) для декількох зарядів і додамо їх
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Із (1.6.4) одержуємо (1.6.1).

Розділ 2. Експериментальні основи класичної електродинаміки

2.1.
Закон Кулона

Закон Кулона являється основним емпіричним законом, на який опирається електростатика. Всі мікрозаряди знаходяться у неперервному русі, тому нерухомих зарядів немає. Поняття “нерухомі” заряди – результат макроскопічного усереднення.
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[image: image125.wmf]r

r

– направляється в сторону заряду сила дії на який визначається.

В (2.1.1) необхідно врахувати знаки зарядів.

k – залежить від вибору одиниць.
[image: image485.wmf]21
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Закон Кулона виражає взаємодію зарядів на основі принципу дальнодії. Сила взаємодії залежить від середовища: сила послаблюється в 
[image: image126.wmf]e

 раз, де 
[image: image127.wmf]e

 - діелектрична проникність середовища.

Сучасний принцип, на основі якого пояснюється взаємодія – принцип близькодії – ввів Фарадей. Заряди взаємодіють через поля, взаємодія передається зі швидкістю поля.
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    (2.1.2).

Порівнюючи (2.1.1) і (2.1.2) визначимо напруженість поля точкового заряду
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    (2.1.3).

де 
[image: image130.wmf]r

 - радіус-вектор точки спостереження.

В (2.1.3) треба враховувати знак заряду.

Напруженість поля системи точкових зарядів
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   (2.1.4).

Потенціал поля точкового заряду
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в (2.1.5) треба врахувати знак заряду.

Потенціал поля системи точкових зарядів рівний алгебраїчній сумі потенціалів полів, які створюються в точці спостереження кожним із зарядів
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2.2.
Емпіричний закон Ампера

Для визначення магнітного поля в точці Ампер аналогічно пробному електричному заряду, що використовувався для дослідження електричного поля, ввів елемент струму 
[image: image134.wmf]dl
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, який поміщають в точку спостереження. Це вектор. Поняття 
[image: image135.wmf]dl
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 використовується для лінійних струмів. У випадку об’ємного струму його можна розбити на суму лінійних струмів.
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Закон Ампера в диференціальній формі (2.2.1) виражає силу, яка діє на елемент струму з боку магнітного поля.

Сила, що діє на провідник зі струмом

    

 
[image: image138.wmf]ò

=

l

F

d

F

                        (2.2.2)

Для випадку однорідного поля сила, що діє на прямолінійний провідник дорівнює
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     (2.2.3)
[image: image487.wmf]a


Розглянемо взаємодію двох паралельних прямих струмів. Знайдемо, з якою силою перший струм діє на другий.
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Індукція 
[image: image141.wmf]1
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 згідно з законом Біо-Савара-Лапласа
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(2.2.5) являється основою для визначення четвертої основної одиниці системи СІ – Ампера.

1 Ампер – це сила такого незмінного струму, при проходженні якого по двох нескінчених прямих паралельних провідниках, розташованих на відстані 1 метр у вакуумі, виникає сила взаємодії, яка дорівнює 2*10-7Н на кожен метр провідника.

Напрям 
[image: image144.wmf]A
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визначається за правилом векторного добутку (лівої руки).

2.3.
Стаціонарний струм. Закон Ома

Електричне поле визиває в провідниках переміщення вільних зарядів. Для підтримки неперервного руху зарядів в провіднику в ньому повинно існувати електричне поле. Це не електростатичне поле, яке не проникає всередину провідників. Його називають стаціонарним. Для здійснення роботи по неперервному переміщенню зарядів в колі необхідна дія сторонніх сил і джерела енергії. Сторонні сили діють всередині джерела струму і переносять носії проти електричного поля. Всередині провідників і біля їх поверхні локалізоване стаціонарне електричне поле, яке і рухає заряди по всьому перерізу провідника.

Постійним або стаціонарним називається струм, для якого в усіх точках густина струму не залежить від часу. Відповідно не залежить від часу і струм.
Так як                           
[image: image145.wmf]J

r

=

j

                   




    (2.3.1), 

де 
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 - густина носіїв, 
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, то із (1) витікає, що 
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Розглянемо рівняння неперервності
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    (2.3.2).

Так як 
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, то із (2.3.2) випливає, що 
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    (2.3.3).

(2.3.3) – умова замкненості ліній стаціонарного струму.

Із закону Ома
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на основі (2.3.3) витікає
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    (2.3.5).

Силові лінії стаціонарного електричного поля замкнені. Врахуємо що
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Із (2.3.5) і (2.3.6) отримуємо, що 
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 (об’ємна густина зарядів стаціонарного струму рівна нулю).

Об’ємних зарядів нема.

Закон Ома

Вздовж провідника, по якому проходить струм є падіння напруги:


[image: image156.wmf]ò

=

=

-

2

1

2

1

dl

E

U

l

j

j

                   
    (2.3.7)

Емпірично Ом встановив, що 
[image: image157.wmf]U~I:
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Виберемо елемент 
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 всередині провідника у вигляді циліндра, вісь якого співпадає з 
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    (2.3.9).

(2.3.9) – закон Ома в диференціальній формі.
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 - питомий опір провідника.

2.4.
Закон Джоуля-Ленца

Кількість теплоти, яка виділяється в провіднику при проходженні електричного струму
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Для стаціонарного струму 
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Визначимо роботу сил поля по переміщенню заряду:
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[image: image171.wmf]Q
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Робота поля по переміщенню зарядів у провіднику іде на його нагрівання. Запишемо закон в диференціальній формі. Розглянемо той же елемент 
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    - закон Джоуля-Ленца в диференціальній формі,


[image: image175.wmf]w

- питома потужність струму.
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 EMBED Equation.3 [image: image177.wmf], тоді маємо                                   
[image: image178.wmf]2

E

w

s

=




     (2.4.3)

Кількість теплоти, яка виділяється в провіднику
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2.5.
Магнітна дія електричного струму

В 1820 році Ерстед відкрив дію струму на магнітну стрілку, а так як на магнітну стрілку діяли і магніти, то він зробив висновок про магнітну дію струму. Струм аналогічно магніту створював магнітне поле. Розрахувати магнітне поле струму можна за допомогою закону Біо-Савара-Лапласа.

В 1820 році Біо і Савар експериментально встановили, що поле прямо пропорційне струму і обернено пропорційне відстані до точки спостереження. Лаплас аналітично виразив цю залежність.
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У випадку лінійного струму:
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  – радіус-вектор точки спостереження, 
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 визначається вибором системи одиниць. В системі СІ         
[image: image183.wmf]p

m

4

0

=

k

.

Тл (тесла), одиниця вимірювання 
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, була визначена по силовій дії із закону Ампера.

Так як 
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 залежить від середовища, то будемо визначати напруженість поля 
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, яка залежить від струму і не залежить від середовища.

Використавши принцип суперпозиції, поле провідника визначається
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(2.5.2) можна записати у відповідності з правилами векторного добутку. Проекції Н на осі координат
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де dx, dy, dz – проекції dl, x0, y0, z0,  x, y, z – координати початку і кінця вектора 
[image: image189.wmf]r
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Аналогічно можна записати формули для Hy i Hz. У випадку обє’мних струмів маємо: 
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2.6. Застосування закону Біо-Савара-Лапласа

а) Поле прямого струму
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Поле елемента струму
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Поле лінійного струму
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Для прямого струму всі 
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 напрямлені однаково, тому
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Перейдемо в (2.6.1) до однієї змінної інтегрування. Виберемо в якості змінної кут 
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де (1 і (2 кути між векторами 
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 на початку і кінці провідника.

Якщо точка А лежить на осі симетрії:
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У випадку нескінченого струму ( = 0
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б) Поле на осі колового струму 
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В силу симетричності струму відносно осі х магнітне поле на осі направлено вздовж цієї осі.

Hy = Hz = 0
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Магнітний момен контура 
[image: image205.wmf]IS
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Магнітне поле в центрі колового струму (при х = 0)
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2.7.
Магнітний потік

[image: image494.wmf]B
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Магнітний потік через деяку поверхню визначається кількістю силових ліній поля, що пронизують дану поверхню:
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 - проекція вектора 
[image: image209.wmf]B

r

 на нормаль.

Вектор 
[image: image210.wmf]S
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 напрямлений в напрямку нормалі. При однорідному полі і плоскій поверхні:
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2.8.
Явище електромагнітної індукції

Це явище відкрив Фарадей у 1831 році.

При зміні магнітного потоку, який пронизує контур, в ньому індукується ЕРС, яка викликає електричний струм.
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Фарадей пояснював виникнення електричного струму дією сили Лоренца на носії струму в провіднику.

Сучасне тлумачення явища дав Максвел: змінний у часі потік магнітної індукції породжує вихрове електричне поле, силові лінії якого охоплюють лінії індукції магнітного поля.

Знак “-” виражає правило Ленца, яке визначає напрям електричного струму і виражає закон збереження енергії.
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Індукційний струм направлений так, що він протидіє причині, яка його визвала. Магнітне поле індукованого струму компенсує зміну магнітного потоку через контур, яка породила струм.
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2.9.
ЕРС індукції у провіднику, що рухається у магнітному полі

Носії струму в провіднику АВ мають упорядковану швидкість – швидкість переносного руху (.

На них з боку магнітного поля дії сила
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Так як ця сила діє на всі носії, то вони знаходяться в силовому полі напруженістю
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Циркуляція напруженості поля сторонніх сил по контуру рівна ЕРС
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Сторонні сили діють на ділянці АВ. Перетворимо підінтегральний вирах
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[image: image217.wmf]

 EMBED Equation.3 [image: image218.wmf][
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ЕРС індукції в провіднику визначається швидкістю руху провідника або ж швидкістю зміни магнітного потоку через контур.

Розділ 3.

3.1. Гіпотеза Максвелла про струм зміщення

З рівняння неперервності 
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, якщо йде стаціонарний струм, то 
[image: image220.wmf]const

=

r



[image: image221.wmf]0

=

¶

¶

-

=

t

j

div

r

r






     (3.1.1)

лінії струму замкнені.

Густина струму 
[image: image222.wmf]j

 зв’язана з рухом носіїв заряду, тому 
[image: image223.wmf]j

 називають струмом провідності. В колі з конденсатором, в якому проходе струм, лінії струму провідності розриваються. Між обкладинками конденсатора лінії струму провідності замикаються лініями струму зміщення.

Виведемо це математично:

Розглянемо 4-е рівняння Максвелла в диференціальній формі
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 – вектор індукції.

Продиференціюємо по часу:
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Підставимо (3.1.2) в (3.1.1) і отримаємо:
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Подивимося, якщо взяти вираз в дужках, 
[image: image228.wmf]пов
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(густина повного струму, струму провідності і струму зміщення, 
[image: image230.wmf]зм
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). Бачимо, що лінії повного струму не розриваються, тому що лінії переходять з ділянки провідності і замикаються струмом зміщення.

Розглянемо струм в діелектриках:
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Струм зміщення має дві складові: змінне електричне поле і поляризаційний струм зміщення. В вакуумі існує тільки перша складова.

3.2.
Матеріальні рівняння. Система рівнянь Максвелла

Система рівнянь Максвелла в диференціальній формі включає в себе два векторні і два скалярні рівняння із яких необхідно визначити чотири векторних величини 
[image: image233.wmf]E

, 
[image: image234.wmf]D

, 
[image: image235.wmf]B

, 
[image: image236.wmf]H

. Тобто система не є повною. Для визначення чотирьох векторів необхідно чотири векторних або 12 скалярних рівнянь.

Рівняння Максвелла не містять постійних, які характеризують властивості середовища, в якому збуджується електромагнітне поле. Необхідно доповнити систему матеріальними рівняннями, які пов’язують характеристики поля з властивостями середовища:
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Рівняння Максвелла разом з матеріальними рівняннями утворюють повну систему. Ці матеріальні рівняння справедливі для ізотропних несегнетоелектричних неферомагнітних середовищ.

3.2.
Узагальнення емпіричних законів класичної електродинаміки у феноменологічній теорії Максвелла

Основні рівняння електромагнітного поля в нерухомому середовищі, які можна застосовувати і для змінних полів були установлені Максвелом. До них він прийшов на основі узагальнення дослідних фактів. При створенні теорії поля із числа основних законів були включені ті, які базувалися на принципі дальнодії.

Вимогам теорії поля відповідають тільки ті рівняння, які можна записати в диференціальній формі.

3.3.
Теорема про циркуляцію вектора 
[image: image240.wmf]H
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Нехай є провідник зі струмом, струм нескінчений і прямий. Візьмемо плоский контур, площа контуру перпендикулярна струму.
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(
[image: image243.wmf]dS

 – довжина дуги, дорівнює добутку радіусу на центральний кут)

Врахуємо Н для нескінченного струму:


[image: image244.wmf]r

I

H

p

2

=


Підставимо і отримаємо:
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(3.3.2) – для одного струму.

Отримане можна розповсюдити на 
[image: image246.wmf]i

-ті струми:
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(3.3.3) – виражає теорему про циркуляцію вектора Н. по довільному замкненому контуру. Циркуляція вектора Н дорівнює алгебраїчній сумі усіх струмів, які пронизують контур.

Правило знаків: додатними вважаються струми, для яких напрям струму пов’язаний з напрямком обходу контура правилом свердлика.

Циркуляція вектора Н – скаляр.

Якщо напрям обходу і напрям силових ліній одинаковий, то кут (
[image: image248.wmf]H
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) гострий – циркуляція додатня. Якщо не співпадає – від’ємна.

У випадку розподіленого в просторі струму теорема має такий вигляд:


[image: image249.wmf]dS

j

dl

H

S

n

l

ò

ò

=






    (3.3.4),

де S – поверхня, яка опирається на контур L.

Вирази (3.3.3) і (3.3.4) є математичним записом закону збудження вихрового магнітного поля. Теорема про циркуляцію вектора 
[image: image250.wmf]H

r

 відіграє таку ж роль, як і теорема Гауса. З допомогою (3.3.3) можна визначити симетричне магнітне поле – поле нескінченного струму.

Розглянемо теорему Остроградського-Гауса для електричного поля. Потік вектора 
[image: image251.wmf]D

r

 через довільну замкнену поверхню дорівнює сумі вільних зарядів обмежених цією поверхнею


[image: image252.wmf]å

ò

=

i

S

n

q

dS

D



[image: image253.wmf]ò

ò

=

V

S

n

dV

dS

D

r





     (3.3.5)

(3.3.5) є математичним записом того, що стаціонарне (потенціальне) електричне поле збуджується електричними зарядами. Поле вектора 
[image: image254.wmf]D

r

 породжується тільки вільними зарядами. (3.3.5) описує поле джерел – потенціальне електричне поле (джерел – бо силові лінії виходять із зарядів).

Розглянемо для магнітного поля:
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     (3.3.6)

(3.3.6) є математичним записом того, що магнітне поле вихрове, силові лінії неперервні, в природі не існують магнітні заряди.

(3.3.5) і (3.3.6) несиметричні, в природі не існує магнітних зарядів і немає потенціальних магнітних полів.

Розглянемо закон Фарадея для електромагнітної індукції:
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 – ЕРС рівна роботі по переміщенню електричного заряду (одиничного) по замкнутому контуру.
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     (3.3.7)

(3.3.7) є математичним записом закону збудження вихрового електричного поля.

Розглянемо систему рівнянь Максвела в інтегральній формі.
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     (3.3.8)

 – так, як струм створюється струмом провідності і струмом зміщення через поверхню S. (3.3.8) показує що магнітне поле вихрове, (циркуляція не дорівнює нулю) і породжується рухомими зарядами і змінним електричним полем.
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     (3.3.9)

(3.3.9) – описує вихрове електричне поле, явище електромагнітної-індукції.

Вихрове електричне поле породжується змінним в часі магнітним полем:
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   (3.3.10)

силові лінії магнітного поля неперервні і замкнуті
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   (3.3.11)

(3.3.11) описує потенціальне електричне поле, поле джерел, яке породжується зарядами.

(3.3.8)-(3.3.11) – система рівнянь Максвелла в інтегральній формі. Рівняння несиметричні відносно електричних і магнітних полів (електричні заряди є, а магнітних немає).

Система рівнянь в диференціальній формі.

Рівняння Максвелла в інтегральній формі описують поле в якомусь об’ємі V усереднено. Для описання поля в даній точці використовують рівняння в диференціальній формі. Поверхню і контур необхідно стягувати до точки і робити граничний перехід скориставшись теоремами Остроградського-Гауса і Стокса.

Формула Стокса:

Циркуляція вектора дорівнює потоку ротора цього вектора через поверхню, яка опирається на контур – перехід від лінійного інтеграла до поверхневого:
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Ці інтеграли рівні і не залежать від S тому рівні підінтегральні функції.
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   (3.3.12)

(3.3.12) показує, що магнітне поле вихрове.

Аналогічно перетворимо друге рівняння системи (3.3.9).
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   (3.3.13)

Проаналізуємо (3.3.13). Якщо вектор 
[image: image267.wmf]B

 в деякій точці простору змінюється з часом, то це визве появу в навколишньому просторі вихрового поля Е (
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 - похідна по просторовим координатам, якщо змінюється в часі 
[image: image269.wmf]B

, то в просторі змінюється вектор 
[image: image270.wmf]E

).

Для переходу рівняння (3.3.11) до диференціальної форми застосуємо теорему Остроградського-Гауса.
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Джерелом поля вектора 
[image: image272.wmf]D

 є вільні заряди, вони являються точками витоку або стоку:
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   (3.3.14)

Аналогічно: 
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В будь-якій точці лінії 
[image: image275.wmf]B

 не розходяться, лінії неперервні і замкнені.

Система рівнянь Максвелла називається повною, тому, що електромагнітне поле в кожній точці простору може бути визначено за умов, що:

1. задано розподіл зарядів і струмів в просторі і часі (як він рухається),

2. якщо для деякого моменту часу задано поле в кожній точці простору, то поле можна визначити і для наступних моментів часу.

В число фундаментальних рівнянь не ввійшов закон Кулона, але він витікає із рівняння (3.3.11). Також не входить і рівняння неперервності, яке виражає закон збереження зарядів. Але воно є наслідком рівнянь (3.3.12) і (3.3.14):

Про диференціюємо (3.3.14) по часу
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Застосуємо до (3.3.12) операцію дивергенцію:
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 – рівняння неперервності в диференціальній формі.

Розділ 4. Загальні властивості електромагнітного поля у вакуумі

4.1.
Силові та енергетичні характеристики електромагнітного поля і зв’язок між ними

Основною характеристикою електромагнітного поля є 
[image: image280.wmf]E

r

. Електростатичне поле – потенціальне, тому можна ввести скалярну функцію поля 
[image: image281.wmf]j

, різницею якої в початковій і кінцевій точках і визначається робота поля по переміщенню заряду. Ця скалярна функція 
[image: image282.wmf]j

 називається скалярним потенціалом поля.
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   (4.1.1)

Сам потенціал визначається неоднозначно і не має прямого фізичного змісту. Однозначно його можна визначити, задавши початкові умови поля в деякій точці. Така процедура називається нормуванням потенціалу. Потенціал 
[image: image285.wmf]j

 дорівнює нулю в нескінченності при умові, що заряд знаходиться в обмеженій області простору. Прямий фізичний зміст має різниця потенціалів, яку можна визначити експериментально. Зв’язок між напруженістю та потенціалом поля відіграє дуже важливу роль. Так як потенціал визначається простіше, ніж вектор напруженості, то більш просто спочатку визначити скалярну функцію поля 
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, а потім, шляхом диференціювання 
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, визначити складові 
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   (4.1.2)

4.2.
Скалярний та векторний потенціали та неоднозначність їх
визначення у точці поля 

Для розв’язання основної задачі електродинаміки необхідно проінтегрувати рівняння Максвела. Ця задача в багатьох випадках зустрічає суттєві математичні труднощі. Вони в значній мірі переборюються, якщо звести рівняння Максвела (у перших похідних) до добре відомих у математиці диференційних рівнянь другого порядку шляхом введення додаткових величин – потенціалів поля. Будь-яке векторне поле математично визначається повністю, якщо задані його ротор і дивергенція. У рівняннях Максвела rot і  div визначаються через густину струму 
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 і густину заряду 
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.
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Раніше розглядались вихрові та потенціальні векторні поля. У загальному випадку векторне поле може бути представлено сумою потенціальної і вихрової складової. Магнітне поле має чисто вихровий характер, тому можна ввести допоміжну величину 
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, яку називають векторним потенціалом, яка б визначалася умовою:
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Так як 
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, то функція 
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 задовольняє рівнянню Максвела:
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Прямого фізичного змісту 
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 не має, так як не може бути визначений експериментально.

Напруженість електричного поля має вихрову і потенціальну складові. Підберемо додаткову величину – скалярний потенціал електромагнітного поля так, щоб задовольнити рівнянню Максвела:
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  (4.2.2)

Введемо скалярну функцію 
[image: image302.wmf]j

, яка тотожно задовольняє рівняння (4.2.2):
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  (4.2.3)

Останнє рівняння визначає скалярний потенціал електромагнітного поля.

Якщо відомі скалярний і векторний потенціали поля 
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, то шляхом їх диференціювання із рівнянь (4.2.1) і (4.2.3) можна визначити вектори поля 
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 і 
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. Але самі потенціали визначаються неоднозначно, а з точністю до деякої довільної функції. Рівняння в повних похідних визначає функцію з точністю до постійної. Рівняння в частинних похідних дають розв’язок з точністю до довільної функції незалежної змінної. Цю неоднозначність вибору потенціалів використовують для спрощення рівнянь поля.

4.3.
Рівняння для потенціалів. Калібровальна інваріантність. Умова калібровки Лоренца

Надамо рівнянням Максвела нового вигляду з допомогою потенціалів поля. Друге і третє рівняння задовольняються тотожно на основі умови вибору потенціалів (4.2.1)-(4.2.3). Розглянемо перше рівняння:
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Врахуємо рівняння (4.2.1), (4.2.3):
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Так як 
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   (4.3.2)

Розглянемо четверте рівняння системи
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Так як 
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   (4.3.3)

Перетворимо ліву частину (4.3.2), врахувавши, що
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     (4.3.4)

Спростимо одержане рівняння, скориставшись неоднозначністю у виборі потенціалів. Будемо вимагати, щоб виконувалася умова:
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     (4.3.5)

Додаткова умова (4.3.5) називається калібровкою Лоренца. Тоді (4.3.4) запишеться у вигляді
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     (4.3.6)

Розглянемо рівняння (4.3.3) і (4.3.5):
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     (4.3.7)

(4.3.6), (4.3.7) – рівняння електромагнітного поля в потенціалах.

Замість системи чотирьох рівнянь ми одержали два незалежних рівняння. (4.3.6) визначає векторний потенціал, що визначається розподілом струмів 
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. Скалярний потенціал 
[image: image322.wmf]j

 визначається розподілом заряду в просторі. Рівняння з точки зору математики однотипні (рівняння Даламбера):

ٱ
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де ٱ— оператор Даламбера.

Розв’язок цих рівнянь відомий і для загального випадку, і для певних задач. Загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння в частинних похідних складається із загального розв’язку однорідного рівняння і частинного розв’язку неоднорідного рівняння. Рішення однорідного (хвильового) рівняння представляє собою хвилю, яка існує в просторі. Частинний розв’язок описує конкретне поле, яке створюється даною системою зарядів. і струмів. Із (4.3.6) та (4.3.7) потенціали визначаються неоднозначно, тому при їх знаходженні використовуються умови нормування. Після того, як знайдені 
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, з допомогою рівнянь (4.2.1) та (4.2.3) знаходять вектори поля шляхом диференціювання потенціалів.

4.4. Енергія та густина енергії електромагнітного поля

Для частинок (речовини) справедливі закони збереження енергії, імпульсу та моменту імпульсу. Уявлення про єдність матеріального світу вимагають, щоб ці закони, справедливі для одного виду матерії – речовини, були справедливі і для іншого виду матерії – поля. Експериментально доведено, що створення поля вимагає затрат енергії (поле діє на зарядженні частинки, надає їм кінетичну енергію, електромагнітні хвилі переносять енергію), тому на основі збереження енергії поле має енергію. Повна енергія електромагнітного поля дорівнює:
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де 
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— густина енергії електричного поля, 
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— густина енергії магнітного поля.

4.5.
Робота поля по переміщенню зарядів

Макроскопічні електричні заряди зв’язані з тілами, на яких вони розташовані. Нехай частинка з масою 
[image: image329.wmf]i
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 має заряд 
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. Рівняння руху частинки запишеться у вигляді:
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Помножимо обидві частини рівняння на 
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 скалярно:


[image: image333.wmf]E

r

d

q

c

v

v

m

dt

d

r

d

i

i

i

i

i

i

r

r

r

r

=

-

2

2

1





     (4.5.2)
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так як диференціал кінетичної енергії дорівнює диференціалу повної енергії релятивістської частинки.
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Останнє рівняння можна записати для кожної частинки і додати:
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В лівій частині отриманої рівності – зміна повної енергії системи, в правій – потужність електричного поля. За рахунок сил поля змінюється повна енергія системи. Остання рівність виражає теорему про зміну енергії системи заряджених частинок. У випадку неперервно розподіленого заряду робота поля за одиницю часу в одиниці об’єму (густина потужності) дорівнює: 
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4.6.
Перенесення електромагнітної енергії у просторі

Знайдемо енергію електромагнітного поля за даними векторами 
[image: image344.wmf]E

r

 і 
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, виходячи з рівнянь Максвела.
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Понмножимо скалярно перше рівняння на 
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, а друге на 
[image: image349.wmf]H

r



[image: image350.wmf])

2

1

(

2

0

0

E

t

E

j

t

E

E

E

j

H

rot

E

ee

ee

¶

¶

+

=

¶

¶

+

=

r

r

r

r

r

r

r

r

   

     (4.6.3)


[image: image351.wmf])

2

1

(

2

0

0

H

t

t

H

H

E

rot

H

mm

mm

¶

¶

-

=

¶

¶

-

=

r

r

r

r

   

     (4.6.4)

Віднімемо з рівняння (4.6.4) рівняння (4.6.3):
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Врахуємо, що 
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Остання рівність виражає найбільш загальну форму закону збереження електромагнітного поля в диференціальній формі (зміна енергії одиниці об’єму поля за одиницю часу, рівна густині потужності поля і енергії яка випромінюється із одиниці об’єму за 1 с).


[image: image357.wmf][

]

H

E

div

P

t

r

r

+

=

¶

¶

-

0

w





     (4.6.7)

Запишемо (4.6.6) в інтегральній формі. Врахуємо, що
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 – вектор Умова-Пойтінга, що визначає густину потоку електромагнітної енергії (енергію, яка переноситься полем через одиничну площадку, розташовану перпендикулярно до напрямку розповсюдження за одиницю часу). 
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Останнє рівняння показує, що зменшення енергії поля в деякому об’ємі дорівнює роботі, яку здійснює поле над зарядами в цьому об’ємі, і потоку енергії, що випромінюється з даного об’єму.
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4.7.
Закон збереження енергії для ізольованої системи “частинки – електромагнітне поле”

Розглянемо ізольовану систему “частинки – електромагнітне поле”. Ізольованість системи слід розуміти як відсутність потоку енергії через поверхню, що обмежує цю систему. Із (4.6.8) отримаємо
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Згідно з рівнянням (4.5.6) перетворимо праву частину рівності:
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Остання рівність виражає закон збереження енергії для ізольованої системи “частинки – електромагнітне поле”: сума енергії електромагнітного поля та кінетичної енергії частинок – величина постійна. Слід відмітити, що в останній рівності не враховується перехід енергії у внутрішню енергію частинок.

4.8.
Імпульс та густина імпульсу електромагнітного поля

Закон руху зарядженої частинки під дією сили Лоренца
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Просумуємо рівняння руху для всіх частинок:
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Вважаючи розподіл зарядів у просторі неперервним, отримаємо:
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Перетворимо праву частину отриманої рівності, виключивши 
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.З рівнянь Максвела:
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В правій частині рівності під інтегралом є густина сил електромагнітного поля f.
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(4.8.4)

Інтеграли від інших членів по об’єму перетворюються в поверхневі, які для необмеженої системи рівні нулю.
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Перший член останньої рівності визначає імпульс системи частинок; відповідно з точки зору фізичного змісту другий член повинен визначати імпульс поля (
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 – густина імпульсу поля).
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Для ізольованої системи сума імпульсів частинок та імпульсу поля є сталою величиною. Остання рівність виражає закон збереження імпульсу для системи “частинки – електромагнітне поле”. Взаємодія між частинками здійснюється через поле. Це приводить до зміни імпульсу замкнутої механічної системи частинок, якщо імпульс поля зміниться. Раніше відмічалося, що взаємодія описується третім законом Ньютона, але в такій системі третій закон Ньютона може не виконуватися. На випромінююче або відбиваюче тіло з боку поля діє сила, але, навпаки, з боку тіла до поля не може бути прикладена зворотна сила.

4.9.
Тиск світла при поглинанні та відбиванні електромагнітної хвилі у
феноменологічній теорії Максвела

Світло – це електромагнітна хвиля, що переносить імпульс з густиною g=DB. За визначенням тиск рівний імпульсу, який передається одиниці поверхні, розташованій перпендикулярно до напрямку розповсюдження, за одиницю часу. Якщо хвиля у вакуумі, то
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( - густинаенергії електромагнітного поля.

Енергія в електромагнітній хвилі ділиться порівну між електричним та магнітним полем, тому:
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З урахуванням (4.9.2) (4.9.1) можна записати так
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У випадку відбивання світла отримаємо:
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де 
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— коефіцієнт відбивання.

Для повного відбивання від абсолютного дзеркала:
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Розділ 5. Електростатичне поле у вакуумі

5.1.
Джерела електростатичного поля

Стаціонарне поле у вакуумі виникає при умові:
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Якщо накласти ці умови, то система рівнянь Максвела спрощується і розпадається на дві незалежні підсистеми:
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(5.1.1) описує електростатичне поле, а (5.1.2)— стаціонарне магнітне поле.

Електростатичне поле— потенціальне 
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, його джерелом являються нерухомі заряди 
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 є вільні заряди, а джерелом поля 
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— вільні і зв’язані заряди.

5.2.
Обчислення напруженості та скалярного потенціалу електростатичного поля

1) системи точкових зарядів
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— радіус-вектор точки спостереження
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[image: image394.wmf]i

i

i

r

q

k

r

¢

=

)

(

j

   





     (5.2.2)

Результуюче поле визначається на основі принципу суперпозиції:
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2) у випадку неперервно розподіленого заряду заряджене тіло розбивається на елементарні частини dV, dS, dl, кожна з яких несе елементарний заряд dq, який розглядається як точковий заряд.

Точковий заряд створює поле напруженістю:


[image: image396.wmf]
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На основі принципу суперпозиції:
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Останні рівності можна записати для поверхневого і лінійного заряду.

Для знаходження інтегралів (5.2.5) вводимо систему координат і знаходимо dEx, dEy, dEz:
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Такий підхід для визначення поля системи зарядів зрозумілий та наглядний, але він справедливий тільки для електростатичного поля. Тільки в ньому точковий заряд розглядається як елементарне джерело поля., що зручно методично. В загальному випадку через запізнення, що обумовлено скінченністю швидкості розповсюдження поля, такий зв’язок набагато складніший. В цьому випадку зв’язок виражається рівняннями Максвела.

5.3.
Рівняння Пуассона для скалярного потенціалу та його загальний
розв’язок

Визначити поле згідно (5.2.5) складно математично. Простіше це зробити з допомогою диференціальних рівнянь для потенціалу. Із (4.3.7), враховуючи, що 
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(5.3.1) – рівняння Пуассона. Воно виконується в точках, де існують вільні заряди. Якщо 
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(5.3.2) – рівняння Лапласа.

Розглянемо властивості потенціалу, які задовольняють рівнянням (5.3.1) і (5.3.2). Потенціал повинен бути всюди скінченим. Крім того 
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 повинні бути скінченими, так як 
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. Скінченність похідних визначає неперервність потенціалу. Таким чином, потенціал повинен бути скінченим і неперервним в усіх точках. Такі обмеження накладаються на розв’язок (5.3.1). Частинний розв’язок рівняння (5.3.1):
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Як видно розв’язок (5.3.3) співпадає з (5.2.6), одержаним іншим методом. Загальний розв’язок рівняння (5.3.1) є розв’язок рівняння Лапласа (5.3.2). В задачах електростатики приймається 
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, так як розв’язок (5.3.2) представляє собою деяке поле, яке створене іншою системою зарядів.

5.4.
Скалярний потенціал системи нерухомих зарядів у точках поля на
великих відстанях від зарядів. Розкладання поля по мультиполям. Наближення точкового заряду, дипольне наближення

Незважаючи на ясність, застосування формул (5.2.5), (5.2.6), (5.3.3) зустрічає математичні труднощі. Пряме застосування можливе у випадку обмеженої кількості зарядів і їх простого (симетричного) розташування в просторі.

Розглянемо поле на великій відстані від системи зарядів (
[image: image409.wmf]0
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). В цьому випадку формули для розрахунку напруженості та потенціалу можна взяти в наближенні і значно спростити, а всю систему зарядів охарактеризувати одним чи двома електричними параметрами, що визначають поле системи зарядів.

Одержимо наближене значення потенціалу на основі рівняння (5.3.3).

Розкладемо функцію 
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 в ряд Тейлора по ступеням малої величини 
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де 
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 – проекції 
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 на осі k та l, k та l –  координати.

Підставимо (5.4.1) в (5.3.3) і одержимо мультипольне розкладання потенціалу:
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Винесемо з під інтеграла змінні величини, що не містять значень з індексом 0 і поміняємо місцями сумування з інтегруванням
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Перший член в рівності (5.4.3) визначає поле точкового заряду, рівного заряду системи (тобто в нульовому наближенні). Якщо обмежитись цим членом, поле системи  зарядів можна розглядати як поле точкового заряду.

Розглянемо другий інтеграл.

Для точкового заряду 
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 – є електричним дипольним моментом. Дипольний момент системи точкових зарядів.


[image: image419.wmf]å

=

0

0

p

r

q

r

r


Очевидно, що під інтегралом записані проекції дипольного моменту системи:
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Таким чином, другий член визначає поле системи в дипольному наближенні:
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Визначимо 
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 в сферичній системі координат:
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де 
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Третій член визначає потенціал квадруполя – системи зарядів з характеристиками:
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Поле диполя затухає як 
[image: image429.wmf]2
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, тобто швидше, ніж поле точкового заряду, тому на значних відстанях поля диполя немає. Поле квадруполя затухає як 
[image: image430.wmf]3
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, тобто поле квадруполя затухає ще швидше. Остання рівність (5.4.3) виражає розкладання поля по мультиполям. Точковий заряд розглядається як мультиполь нульового порядку, диполь-першого порядку, квадруполь-другого порядку.

5.5.
Електричний диполь

Диполь це найпростіша електрично нейтральна система, яка складається з двох протилежно заряджених зарядів
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Основною характеристикою цих зарядів є дипольний момент. Вектор дипольного моменту напрямлений вздовж осі диполя в сторону “+”.
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Електричне поле системи зарядів в дипольному наближенні еквівалентно полю диполя з таким же значенням дипольного моменту 
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Визначимо поле диполя
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 EMBED Equation.3  [image: image434.wmf]
Поле визначається вектором напруженості. Напруженість поля диполя:


[image: image435.wmf])

3

(

4

1

)

1

1

(

4

1

3

4

0

3

3

0

r

p

r

r

r

r

p

r

p

r

r

r

p

grad

E

r

r

r

r

r

r

r

r

r

-

=

Ñ

-

Ñ

-

=

-

=

pe

pe

j


     (5.5.1)

Будемо працювати в сферичній системі координат (визначимо 
[image: image436.wmf]градієнт в сферичній системі координат). (5.5.1) показує, що поле диполя визначається дипольним моментом. Напруженість поля пропорційна 
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, тобто затухає швидше, ніж поле точкового заряду (
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Визначимо проекції вектора 
[image: image439.wmf]E

 на осі сферичної системи координат:
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Так як 
[image: image441.wmf]j

 від азимутального кута 
[image: image442.wmf]Y

 не залежить, то поле має осьову симетрію, еквіпотенціальні поверхні представляють собою еліпсоїди обертання, вісь яких лежить на осі обертання.

Визначимо модуль 
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 із (5.5.2) через його проекцію:
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Диполь в електричному полі.

а) В однорідному полі
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Пара сил веде до створення обертового моменту:
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Можна записати в векторній формі:
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Так,  як диполь взаємодіє з полем, то в цьому полі він має потенціальну енергію взаємодії. Зміна потенціальної енергії дорівнює роботі зовнішніх сил. Щоб вивести з положення рівноваги зовнішні сили повинні його крутити

Для того, щоб вивести диполь з положення рівноваги, зовнішні сили повинні виконати роботу:
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Звідси, проінтегрувавши отримаємо:
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б) В неоднорідному полі
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На поле діє обертовий момент, що встановить 
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Внаслідок наявності градієнта вектора 
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[image: image452.wmf]E
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) виникає результуюча сила, яка переміщує диполь вздовж осі поля.

Знайдемо силу втягування:

Із силової взаємодії 
[image: image453.wmf](

)

x

E

p

l

x

E

q

E

E

q

F

x

¶

¶

=

¶

¶

=

-

=

2

1


Знаючи енергію можна знайти силову взаємодію:
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5.6.
Повна енергія взаємодії системи нерухомих зарядів.
Розглянемо найпростішу систему, яка складається з 
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 і 
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, і розташовані на відстані 
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. Енергія взаємодії рівна роботі зовнішніх сил по зближенню зарядів в нескінченності на відстань 
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Спочатку створимо систему перенесення другого заряду в полі першого 
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Енергія взаємодії:
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Для довільної системи зарядів:
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Енергія взаємодії двох зарядів і всієї системи може бути і додатною, і від’ємною. Якщо знаки зарядів будуть різні, то енергія взаємодії буде від’ємною, вона називається енергією протягування.

Власна енергія заряду рівна роботі зовнішніх сил по переміщенню заряду із нескінченності на дане тіло. Так, як кожну наступну порцію зарядів переносити все важче, бо вони відштовхуються. Тому необхідно виконувати роботу:
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Перейдемо до однієї змінної:
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Повна енергія системи.
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(5.6.7), причому при 
[image: image472.wmf]k

¹

i

  
[image: image473.wmf]k

k

j

q

- енергія заряду.

Повна енергія системи – величина додатня. Вираз (5.6.7) виражає енергію системи дискретних (точкових) зарядів. У випадку неперервно розподіленого заряду:
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Виразимо (5.6.8) – енергію системи через параметри поля. Врахуємо, що 
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Скористаємося теоремою Стокса і перетворимо перший інтеграл з допомогою цієї теореми:
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Для повної системи, коли розглядаємо площу 
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Повна енергія системи зарядів дорівнює енергії електричного поля яке створюється цими зарядами.

Інтегрування ведеться по об’єму, який локалізований в оточуючому просторі. Заряди при цьому повинні знаходитись в якийсь обмеженій області простору. Енергія зарядів – це енергія електричного поля цих зарядів. Повна енергія завжди додатня (це енергія результуючого поля).
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